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Introduccién a Légicas Modales y Dindmicas.

Sintaxis y Semadntica de la Légica Modal Basica (LMB).

Extensiones de LMB.
Bisimulaciones y Poder Expresivo.
Axiomatizaciones y Propiedades.

Légica de Anuncios Publicos (LAP).
Poder expresivo.

Falla de sustitucién uniforme.
Completitud de LMB.

Axiomatizacién de LAP mediante axiomas de reduccién.
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» Intuitivamente, son lenguaje muy cémodo para describir grafos.
(Servird para algo mas? Ya veremos...
> Algunas ventajas:
> las l6gicas modales son mas expresivas que la l6gica proposicio-
nal,
» mientras que decidir si una férmula es cierta en l6gica de primer
orden es ,
» en la “l6gica modal basica” el problema es computable! (para los
que sepan de qué se trata, es -complete).
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Las l6gicas modales son antiguas

P> Aristoteles (384 a.C. — 322 a.C.) ya era un légico modal.

> Ademais del “silogismo cldsico”, Aristételes discute el silogismo
modal que resulta al agregar las calificaciones “necesariamente”
y “posiblemente” a premisas y conclusiones, de varias maneras.

» De hecho, ya discute diferentes 16gicas modales, ya que considera
dos posibles definiciones de “posiblemente P”:

> “posiblemente P” como equivalente a “no necesariamente no P”.
> “posiblemente P’ como equivalente a “no necesariamente P y no
necesariamente no P”.

[d Rini, Adriane.
Aristotle’s Modal Proofs: Prior Analytics
A8-22 en Predicate Logics, Dordrecht: Springer, 2011.
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Las l6gicas modales son simples

» Tomamos el lenguaje de la Légica Proposicional y agregamos los
operadores modales (esto es el lenguaje modal basico LMB):

o, =plop oA |Op| DOy

» Clasicamente,
> O significa “¢ es posible™.
» DO significa “p es necesario”.
» Abhora, jdiscutamos!
» ;Deberia ser valida Oy — ¢?
> Y qué tal Op — O0p?
> ...
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Las l6gicas modales son flexibles

> “Posibilidad” y “Necesidad” son solo dos de las muchas opciones
posibles...

» Ldégica Dedntica
Oy Es obligatorio que ¢
Py  Es permitido que ¢
Fy Es prohibido (forbidden) que ¢

» Logica Temporal
Gy Siempre serd (going to be) el caso que ¢
Fy Serdel caso (future) que ¢
Hy Siempre ha sido (has been) el caso que ¢
Py Hasido el caso (past) que ¢

> Légica Doxastica
B.p xcree (believes) que ¢

>
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Luego las cosas se complicaron

P> Sin una semdntica, era dificil argumentar, por ejemplo, cuando
dos axiomas eran independientes.
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La relacidn de accesibilidad

Introduciendo una relacion de accesibilidad entre mundos posibles, es
posible definir 16gicas més débiles.

Hoy en dia, un modelo de Kripke es una estructura M = (W, R, V)
donde W es un conjunto no vacio, R C W2y V : PROP — p(W).

» Es decir, un grafo dirigido, etiquetado, o modelo relacional.
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Hoy en dia, un modelo de Kripke es una estructura M = (W, R, V)
donde W es un conjunto no vacio, R C W2y V : PROP — p(W).
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Pensemos en un grafo orientado, con figuras dentro de cada nodo:
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Pensemos en un grafo orientado, con figuras dentro de cada nodo:

OM
@ Queremos describir qué figu-
see

ras un nodo puede “ver”.
<
()
&‘3
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Pensemos en un grafo orientado, con figuras dentro de cada nodo:

@ NS
Queremos describir qué figu-
see 13 99
ras un nodo puede “ver”.

Desde la perspectiva de un nodo #, el significado de los operadores
modales va a ser:

> (see)x = “n puede ver la figura x en algin vecino”.

> [see]x = “n puede ver la figura x en todos sus vecinos”.
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:

(=)
\©:>
@/
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:
» Ve wj un rectdngulo?
\ M, wy = (see)rectangle? NO
..y en dos “pasos”?
@D M wi = (see)(see)rectangle? SI
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:
» Ve wj un rectdngulo?
\ M, wy = (see)rectangle? NO

» ...y endos “pasos”?
W, @D M, wy & (see)(see)rectangle? SI

» Ve wj un circulo y un tridngulo?
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:
» Ve wj un rectdngulo?
\ M, wy = (see)rectangle? NO

» ...y endos “pasos”?
W, @D M, wy & (see)(see)rectangle? SI

» Ve wj un circulo y un tridngulo?

M, wy [ (see)circle N (see)triangle?
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:
» Ve wj un rectdngulo?
\ M, wy = (see)rectangle? NO

» ...y endos “pasos”?
W, @D M, wy & (see)(see)rectangle? SI

» Ve wj un circulo y un tridngulo?

M, wy [ (see)circle N (see)triangle?
SI
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:

» Ve w; un circulo y un rectdngulo?
@ M, wy |= (see)circleN\(see)rectangle?
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados
Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:

» Ve w; un circulo y un rectdngulo?
@ M, wy |= (see)circleN\(see)rectangle?

SI

W3
» ...y en el mismo vecino?
W-
’ M,wy = (see)(circle A rectangle)?
W, /

1

&)
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:

» Ve w; un circulo y un rectdngulo?
@ M, wy |= (see)circleN\(see)rectangle?

SI

W3
» ...y en el mismo vecino?
W-
’ M,wy = (see)(circle A rectangle)?
W,

! NO

&)
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:

» Ve w; un circulo y un rectdngulo?
@ M, wy |= (see)circleN\(see)rectangle?
SI
" » ...y en el mismo vecino?
" M,wy = (see)(circle A rectangle)?
e NO

@ » wj ve circulos en todos lados?
M, wy = [see]circle?
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Lenguaje Modal: un lenguaje para grafos decorados

Ahora podemos hacerle “preguntas” al modelo:

» Ve w; un circulo y un rectdngulo?
@ M, wy |= (see)circleN\(see)rectangle?
SI
" » ...y en el mismo vecino?
" M,wy = (see)(circle A rectangle)?
e NO

@ » wj ve circulos en todos lados?
M, wy = [see]circle? NO

15/51
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> :Por qué? Muchas cosas pueden ser representadas como grafos
(i.e., estructuras relacionales).
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Posibles Aplicaciones

» Los lenguajes de la familia de las 16gicas modales pueden usarse
en dreas muy diversas:

Verificacién de Software y Hardware.

Representacién de Conocimientos.

Linguistica Computacional.

Inteligencia Artificial.

Filosofia.

Epistemologia.

VVVVYYVYYVYY

> :Por qué? Muchas cosas pueden ser representadas como grafos
(i.e., estructuras relacionales).
Y como vimos, los lenguajes modales fueron desarrollados espe-
cialmente para razonar sobre grafos y describir sus propiedades.
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No Estamos Solos

P> Aunque no parezca, estamos haciendo Légica Clasica.

» Los lenguajes que estuvimos discutiendo son fragmentos del len-
guaje de primer (o segundo) orden. Lo tinico que hicimos fue ele-
gir s6lo una parte del lenguaje que necesitdbamos para una apli-
cacién dada.

> Esta es exactamente la forma en que vemos hoy por hoy a los len-
guajes modales, como una forma de investigar fragmentos parti-
cularmente interesantes de los lenguajes cldsicos.
» Donde “interesantes’ significa
» Decidibles, expresivos, de “baja” complejidad, modulares, etc.
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Vamos a definir ahora la sintaxis formal del lenguaje modal basico.

» La signatura del lenguaje va a consistir de dos conjuntos infinitos
numerables, disjuntos entre si:

» PROP = {p1,p2, ...}, el conjunto de variables proposicionales.
» REL = {ry,r2,... }, el conjunto de simbolos de relacion.
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Vamos a definir ahora la sintaxis formal del lenguaje modal basico.

» La signatura del lenguaje va a consistir de dos conjuntos infinitos
numerables, disjuntos entre si:

» PROP = {p1,p2, ...}, el conjunto de variables proposicionales.
» REL = {ry,r2,... }, el conjunto de simbolos de relacion.

» EI conjunto de formulas FORM en la signatura (PROP, REL) estd
definido como:

FORM :=p | = [ o A | (r)g,
en donde p € PROP,r € REL Y ¢, € FORM.

» El operador [r] se define como [r]o = —(r)—¢ (de igual forma
que Vx.p es ~3x.—p)
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Para poder definir formalmente la semdntica, vamos primero a ver qué
es un modelo de Kripke.
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Para poder definir formalmente la semdntica, vamos primero a ver qué
es un modelo de Kripke.

» Un modelo de Kripke es una estructura (W, {R},creL, V) donde
» W es un conjunto no vacio de elementos.
» R, es una relacion binaria en W.
> V : PROP — p(W) es una funcién de valuacién (V(p) es el con-
junto de elementos donde vale p).
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y seméantica
Para poder definir formalmente la semdntica, vamos primero a ver qué
es un modelo de Kripke.

» Un modelo de Kripke es una estructura (W, {R},creL, V) donde

» W es un conjunto no vacio de elementos.

» R, es una relacién binaria en W.

> V : PROP — p(W) es una funcién de valuacién (V(p) es el con-
junto de elementos donde vale p).

P Intuitivamente, un modelo de Kripke es un grafo dirigido con “de-
coraciones”.

19/51



Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Ahora si, podemos definir la semdéntica de la 16gica modal basica:

» Dado un modelo M = (W, {R},cgeL, V) y unestadow € W, la
relacién de satisfacibilidad es
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Ahora si, podemos definir la semdéntica de la 16gica modal basica:
» Dado un modelo M = (W, {R},cgeL, V) y unestadow € W, la
relacién de satisfacibilidad es
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Ahora si, podemos definir la semdéntica de la 16gica modal basica:
» Dado un modelo M = (W, {R},cgeL, V) y unestadow € W, la
relacién de satisfacibilidad es
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Ahora si, podemos definir la semdéntica de la 16gica modal basica:
» Dado un modelo M = (W, {R},cgeL, V) y unestadow € W, la
relacién de satisfacibilidad es
M,wEp sii - w € V(p), parap € PROP
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y semdntica

Ahora si, podemos definir la semdéntica de la 16gica modal basica:
» Dado un modelo M = (W, {R},cgeL, V) y unestadow € W, la
relacién de satisfacibilidad es
M,wEp sii - w € V(p), parap € PROP
M,w = —p sii. M,w =@
MwEeAY sii MwEeyMwEY
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Lenguaje Modal Basico: sintaxis y seméantica

Ahora si, podemos definir la semantica de la 16gica modal bésica:
» Dado un modelo M = (W, {R},cgeL, V) y unestadow € W, la
relacién de satisfacibilidad es
M,wEp sii w € V(p), parap € PROP
M,w E - sii. M,w =@
MwEeAY sii MwEeyMwEY
MowE (re sit 3w e WiqR,(w,w')y M, w = ¢
» Vamos a decir que ¢ es valida en un modelo M sii en todos los
estados w € W vale M, w = ¢, y lo denotamos M |= .
» Si M = ¢ para todo M € C, para C una clase de modelos,
decimos que ¢ es vilida en C y lo denotamos [=c ¢.
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Extensiones

» Volviendo a la pregunta de cudntas l6gicas habia, ya sabemos que
la respuesta no es dos.
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» Volviendo a la pregunta de cudntas l6gicas habia, ya sabemos que
la respuesta no es dos.
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> Asi como existe el operador (r), tenemos un amplio “ment” de
operadores modales para usar.
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Extensiones

» Volviendo a la pregunta de cudntas l6gicas habia, ya sabemos que
la respuesta no es dos.

» Como se podran imaginar, tampoco es tres.

> Asi como existe el operador (r), tenemos un amplio “mend” de
operadores modales para usar.

» Al combinar estos operadores, conseguimos diferentes 16gicas
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Extensiones: Operador Inverso

P> Pensemos en la siguiente “linea temporal”

e,

ty
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Kripke.
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Extensiones: Operador Inverso

| 2

v

Pensemos en la siguiente “linea temporal”

e,

Claramente, esta estructura puede ser vista como un modelo de
Kripke.

El operador (r) significa “en algiin momento en el futuro”.
Y el operador [r] dice “en todo momento futuro”.

Con este lenguaje, ;podremos decir “en algliin momento en el pa-
sado”?
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Extensiones: Operador Inverso

P> La necesidad de expresar esto, nos lleva a agregar el operador
inverso, que vamos a notar como (r)~!.
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Extensiones: Operador Inverso

P> La necesidad de expresar esto, nos lleva a agregar el operador
inverso, que vamos a notar como (r)~!.

P Para extender la 16gica modal bésica con este operador, primero
tenemos que agregarlo a nuestra sintaxis:

FORM :=p | =¢ | o AU | (re | (r) e

> ;Necesitamos hacer algiin cambio en los modelos?
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Extensiones: Operador Inverso

P> La necesidad de expresar esto, nos lleva a agregar el operador
inverso, que vamos a notar como (r)~!.

P Para extender la 16gica modal bésica con este operador, primero
tenemos que agregarlo a nuestra sintaxis:

FORM :=p | =@ | o A | (r) | (r) "'
> ;Necesitamos hacer algiin cambio en los modelos?

» Pareceria que no...
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Extensiones: Operador Inverso

v

La necesidad de expresar esto, nos lleva a agregar el operador
inverso, que vamos a notar como (r)~!.

Para extender la 16gica modal bésica con este operador, primero
tenemos que agregarlo a nuestra sintaxis:

FORM :=p | = [ @ A | (e | ()¢
(Necesitamos hacer algiin cambio en los modelos?
Pareceria que no...

Ahora lo que nos falta es extender la semantica.
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Extensiones: Operador Inverso

P Larelacion de satisfacibilidad que teniamos antes era:

M,wEp
M,w = —p
Mw =AY
M,w = (r)e

sii
sii

w € V(p), para p € PROP
Mow [~ @

MowEpy M,wl= 1
I e WiqR,(w, W)y M, w = ¢
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Extensiones: Operador Inverso

P Larelacion de satisfacibilidad que teniamos antes era:
M,wEp sii w € V(p), parap € PROP
M,w E —p sii. M,w =@
MwEeAY sii MwEeyMwEY
M,w = (r)p sii I € WiqR(w,w) y M, w' = ¢
> ;Coémo podemos hacer para definir el comportamiento de este
nuevo operador?
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Extensiones: Operador Inverso

P Larelacion de satisfacibilidad que teniamos antes era:
M,wEp sii w € V(p), para p € PROP
M,w = —p siit. M,w =@
MwEeAY sii MwEeyMwEY
MwE (e sii I e WiqR(w,w)y M, w =
» ;Cémo podemos hacer para definir el comportamiento de este
nuevo operador?
» Tenemos que agregar el caso del operador a la definicion:

MwkE{n"ly sii W eWiqR (W, w)y M,w ¢
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Extensiones: Logicas Hibridas

Volvamos al ejemplo de las figuras geométricas. ;Cémo hacemos para
decir?

@ :D » ;Puede w; verse a si mismo?
w2

. / P> ;Son w; y w; estados distintos?
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Extensiones: Logicas Hibridas

Volvamos al ejemplo de las figuras geométricas. ;Cémo hacemos para
decir?

@ :D » ;Puede w; verse a si mismo?
w2

. / P> ;Son w; y w; estados distintos?

» Lo que necesitamos para expresar esto es poder nombrar mundos,
y una nocién de igualdad.
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Extensiones: Logicas Hibridas

HL(@) es la extension de la 16gica modal bésica con:

P> nombres (nominales): son un nuevo conjunto de simbolos atémi-
cos, que representan a los estados. La clave es que cada nominal
tiene que ser cierto en un tnico estado. En general se escriben co-
moi,j. k...

> @: el operador ‘at’. @;p es verdadera sii ¢ es verdadera en el
mundo denotado por i.
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Extensiones: Logicas Hibridas

HL(@) es la extension de la 16gica modal bésica con:

P> nombres (nominales): son un nuevo conjunto de simbolos atémi-
cos, que representan a los estados. La clave es que cada nominal
tiene que ser cierto en un tnico estado. En general se escriben co-
moi,j. k...

> @: el operador ‘at’. @;p es verdadera sii ¢ es verdadera en el
mundo denotado por i.

Ahora podemos expresar. . .

@\ » ;Puede w; verse a s{ mismo?
D Q;(see)i

26/51



Extensiones: Logicas Hibridas

HL(@) es la extension de la 16gica modal bésica con:

P> nombres (nominales): son un nuevo conjunto de simbolos atémi-
cos, que representan a los estados. La clave es que cada nominal
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D Q;(see)i
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Q;—j
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Extensiones: Logicas Hibridas

Entonces, la definicion de la sintaxis es:

> A la signatura (PROP,REL) que tenfamos antes, le tenemos que
agregar un nuevo conjunto NOM = {i,j, k, ... } de nominales.

» Las férmulas bien formadas ahora son:

FORM :=p [ i| =@ [ @ A | (r)p | Qip
en donde p € PROP,r € REL,i € NOM Y ©, %) € FORM.

» ;Hay que hacer algtin cambio en lo modelos? ; Cémo es la seméan-
tica de HL(@)?

» Ejercicio!
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Logicas Modales como Fragmentos de Primer Orden

ST:(p)
STx(_'(p)
ST.(e A)
ST:((r)¥)

P(x)
—|ST (p)

T.(p) A ST()
( r(x,5) A STy(0))
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Logicas Modales como Fragmentos de Primer Orden

ST.(p) = P(x)

ST.(—¢) = ﬁST (¢)

ST.(p A1) = STi(p) AST(¥)
ST.((r)¥) = ( (x,y) ASTy(e))

» ST.(¢) le hace corresponder, a cada férmula ¢, una férmula de
primer orden con exactamente una variable libre x.
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Logicas Modales como Fragmentos de Primer Orden

ST.(p) = P(x)

ST.(—y) = ﬁST (¢)

ST.(e AY) = ST.(p) AST(¥)
ST.({r)¢) = W.(R(x,y) ANSTy(p))

» ST.(¢) le hace corresponder, a cada férmula ¢, una férmula de
primer orden con exactamente una variable libre x.

P Esta variable libre da cuenta del punto de evaluacién en la seman-
tica modal (recordar la “perspectiva interna”).

Teorema
Para toda formula ¢ de la l6gica modal bdsica, todo modelo M, todo
w en el dominio de My toda asignacion g,

M,w E psii M, glx — w] = ST, ()
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Extendiendo la traduccidn estandar

P Es fécil extender la traduccién estdndar a otros operadores moda-
les y transferir resultados.

Ejemplo
. M,wgE(r)"'¢ sii existevtal que Rywy M,v = ¢
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Extendiendo la traduccidn estandar

P Es fécil extender la traduccién estdndar a otros operadores moda-

les y transferir resultados.

Ejemplo
L Mwk (e
ST.((r)~"¢)

2. STy (@) = .. 7

sii

existe v tal que Rywy M,v E ¢
Jy.R:(y,x) A STy ()
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Algunas convenciones

» Para simplificar las cosas, muchas veces usaremos una légica con
un solo operador modal (r) (y su dual [r]).

» Cuando esto ocurre, denotamos a esos operadores con <y O res-
pectivamente.

P Llamanos a esta logica, la Logica Modal Bésica (LMB).

» Los modelos son de la forma M = (W, R, V), siendo R la tnica
relacion de accesibilidad sobre la que interpretamos a <y a O.
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Bisimulaciones
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Isomorfismos, equivalencia estructural

P ;Cudl es la nocién de igualdad para la 16gica de primer orden?
P> Estamos acostumbrados a que isomorfo signifique equivalente

» Con lo cual no es sorpresa que. . .
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Isomorfismos, equivalencia estructural

P ;Cudl es la nocién de igualdad para la 16gica de primer orden?
» Estamos acostumbrados a que isomorfo signifique equivalente
» Con lo cual no es sorpresa que. . .

Teorema

Si f es un isomorfismo entre M y N, entonces, para toda g y toda
formula de Primer Orden o,

M,gl=¢ sii N,fogky

Ojo Prestar atencién al sentido de la implicacién!
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.Y por modal como andamos?

» Por simple transferencia, si M y A son isomorfos, entonces para
cada w existe un w' tal que

MwlEe siit Now Eop

P ;Serd lo mejor que podemos decir?
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.Y por modal como andamos?

» Por simple transferencia, si M y N son isomorfos, entonces para
cada w existe un w’ tal que

MwkEop sii Now'Eop

P ;Serd lo mejor que podemos decir?

Ejemplo — ;Son modalmente distinguibles M, w; y N, w,?

M: w e o—>e N: we 0/\‘0
. ) s 2
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Hacia una nocion de equivalencia modal. . .

» Lanocidn de isomorfismo considera los modelos “en su totalidad”

> Es razonable para LPO: la extension de una sentencia es todo el
dominio o el conjunto vacio

» ; Tiene sentido hacer lo mismo en modal?
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Bisimulaciones

Definicion

Una bisimulacion (para el lenguaje modal basico) entre dos modelos
(W,R,V)y (W' R V') es una relacién no-vacia Z C W x W’ tal que
si wZw', entonces:
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Bisimulaciones

Definicién
Una (para el lenguaje modal basico) entre dos modelos
(W,R,V)y (W' R V') es una relacién no-vacia Z C W x W’ tal que
si wZw', entonces:
(atom) w € V(p) siiw' € V/(p) para todo p
(zig) Si wRv, entonces existe V' tal que w'R'V y vZy'

(zag) Siw'R'V, entonces existe v tal que wRv y vZv/

Si existe una bisimulacién Z entre M y M’ tal que wZw’, decimos
que M,wy M’ w son bisimilares (notacién: M, w = M’ w/).
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Bisimulaciones (ejemplo)

Ejemplo

Mot

p

w2

o A 4/1),q

K_/

Wq
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Bisimulaciones (ejemplo)

Ejemplo

M: w'@ N /\‘/Pa&m
1p w2 U

Z = {(wi,wa), (wi,ws3)}
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Bisimulaciones (ejemplo)

Ejemplo

M: w'@ N /\4/%&4’4
1p w2 K/

Z = {(wi,wa), (wi,ws3)}

» Z es una bisimulacién, ;por qué?
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Invarianza bajo bisimulaciones

Teorema
Si M,w y N,w son bisimilares, entonces para toda férmula o de la
logica modal bdsica, M,w |= ¢ sii N, w' = ¢.
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Invarianza bajo bisimulaciones

Teorema
Si M,w y N,w son bisimilares, entonces para toda férmula o de la
logica modal bdsica, M,w |= ¢ sii N, w' = ¢.

Demostracion.
Por induccién en ¢, suponiendo wZw':
P Caso base: directo por la cldusula (atom)
> —, A, ...:directo por hipédtesis inductiva
> =Y
> Si M,w = 1), entonces
> existe v tal que wRvy M, v = ¢

» luego, por (zig), existe V' tal que w' RV y vZv'
» ypor HI, N,V |= 1, conlo cual N, w' |= O

> SiN,w | O, andlogo con (zag)
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Y la vuelta?

Teorema
Si M, w y N,w son bisimilares, entonces para toda férmula o de la
logica modal bdsica, M,w |= ¢ sii N, w' = ¢.

| ( Valdra la vuelta de la implicacién? |
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A veces vale la vuelta. ..
Teorema (Hennessy-Milner)

Si M y N son modelos cuyas relaciones tienen imagen finita, M,w'y
N, v son bisimilares sii son modalmente equivalentes.
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> MwEC@ A Ae) YNV IEO(or A A gg)
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...pero no siempre!

Ejemplo — Modalmente equivalentes pero no bisimilares

N
° 4“7/.\%

VA
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Axiomatizaciones
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Introduccion a Completitud

» Una logica se puede especificar semantica o sintacticamente.
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Introduccion a Completitud

» Una ldgica se puede especificar semdntica o sinticticamente.

» El enfoque semdntico se corresponde con la nocién de satisfaci-
bilidad de una férmula (o validez |= ).

» El enfoque sintictico se corresponde con la nocién de teorema
F ¢ (usualmente definidos en términos de un sistema axiomatico).

» Surge la pregunta de cudndo estas dos alternativas definen la mis-
ma légica.

> Mais precisamente, nos interesa ver si el conjunto de férmulas va-
lidas es exactamente el mismo que el conjunto de teoremas.

> La respuesta se obtienen mediante resultados de correctitud y
completitud que muestran que = y - coinciden.
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Definiciones basicas

» Una [dgica modal A es un conjunto de férmulas modales que
contienen a todas las tautologias proposicionales y estd cerrado
por:

1. modus ponens: Si p € Ay p — 1) € A entonces ¢ € A.

11. sustitucion uniforme': Si ¢ € A entonces también pertenece cual-
quier sustitucidn, que consiste en reemplazar uniformemente cual-
quier proposicién por una férmula arbitraria.

'FiXme: 0JO!
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por:

1. modus ponens: Si p € Ay p — 1) € A entonces ¢ € A.

11. sustitucion uniforme': Si ¢ € A entonces también pertenece cual-
quier sustitucidn, que consiste en reemplazar uniformemente cual-
quier proposicién por una férmula arbitraria.

» Sip € A decimos que @ es un teorema de A, y lo notamos como
FA .

> Si Ay Aj son légicas modales tales que Ay C A, decimos que
A, es una extension de A

'FiXme: 0JO!
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Algunos ejemplos

1) La coleccién de todas las formulas es una logica. La légica in-
consistente.
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Algunos ejemplos

1) La coleccién de todas las formulas es una logica. La légica in-
consistente.

11) Si {A; | i € I} es una coleccion de légicas, entonces [);c; A; es
una légica.

1) Si M es una clase de modelos, entonces el conjunto Ay, de fér-

mulas véalidas en M no necesariamente es una légica. Pensar un
contraejemplo!

Existe una 16gica minima que contiene a cualquier conjunto de
férmulas I'. La llamamos la 16gica generada por I'.

» Por ejemplo, la l6gica generada por el conjunto vacio contiene a
todas las instancias de tautologias proposicionales y nada més. La
llamaremos PC.
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Deducibilidad o Consecuencia Sintactica

> Sean 1, ..., 1y, ¢ formulas modales. Decimos que ¢ es dedu-
cible en el cdlculo proposicional asumiendo 1, . .., 1, si (1 A
-+ AN 1y,) — ¢ es una tautologia.
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Deducibilidad o Consecuencia Sintactica

> Sean 1, ..., 1y, ¢ formulas modales. Decimos que ¢ es dedu-
cible en el cdlculo proposicional asumiendo 1, . .., 1, si (¥ A
-+ AN 1y,) — ¢ es una tautologia.
Como todas las l6gicas estan cerradas bajo deduccion en el célculo
proposicional, si ¢ es deducible en el célculo proposicional
asumiendo ¥y, . . ., ¥y, entonces Fa Yy - - - Fa Y, implica A .
» SiI'U {¢} es un conjunto de férmulas, entonces ¢ es deducible
en A a partir de " (notacion I' Fa ) si:
1.FA @, 6
2. hay férmulas v, ...,1, € Dtal que Fa (Y1 A Athy) — .
Un conjunto de férmulas I" es A-consistente si ' /A L.
Una férmula ¢ es A-consistente si {¢} 1o es.
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Logica modal normal

P Las definiciones anteriores son generalizaciones de conceptos del
célculo proposicional a los lenguajes modales.
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Logica modal normal

P Las definiciones anteriores son generalizaciones de conceptos del
célculo proposicional a los lenguajes modales.

> Ahora vamos a ver un concepto que es exclusivamente modal:
l16gicas modales normales.

» Una légica modal A es normal si contiene a la férmula:

(K) O(p — ¢q) — (Op — Og).

y estd cerrada por la regla de necesitacion o generalizacion:

(Nec) Si Fa @ entonces Fa Op.
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Ejemplos

1) Laldgica inconsistente es una légica normal.
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Ejemplos

1) La ldgica inconsistente es una légica normal.

11) Si {A; | i € I} es una coleccion de 16gicas normales, entonces
Nic; Ai es una légica normal.

111) PC no es una légica normal.

Existe una l6gica modal normal minima que contiene a cualquier
conjunto de férmulas I'. La llamamos la 16gica modal normal
generada por I

» Laldgica modal normal generada por el conjunto vacio es llamada
K, y es la minima légica modal normal. Si I" es un conjunto de
férmulas, la 16gica modal normal generada por I' se llama KI'.

También es usual llamar a I" , y decir que la légica es
generada a partir de I" usando las modus ponens,
sustitucién uniforme y generalizacién.
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Consecuencia semantica

Dada una clase de modelos C y un conjunto de férmulas I' U {¢}
existen diferentes formas de definir la nocion de consecuencia
semdntica en C:
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Consecuencia semantica

Dada una clase de modelos C y un conjunto de férmulas I' U {¢}
existen diferentes formas de definir la nocion de consecuencia
semdntica en C:

» Consecuencia Local: T’ ):fc @ sii
VM e CVw M,wET = M,wk=y)
» Consecuencia Global: T |=§ ¢ sii

VMEeC MET = Mk y)
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Consecuencia semantica

Dada una clase de modelos C y un conjunto de férmulas I' U {¢}
existen diferentes formas de definir la nocion de consecuencia
semdntica en C:

> I =L psii
VM eCVw M,wE=T = M,w =)
> I =L sl

VMeC MET = ME )

La nocién de consecuencia local es la més fuerte (i.e., I' =/ ¢ implica
I' =8 ). Ejercicio.

En lo que sigue, I' =¢ ¢ es T' =L . El indice C a veces se omite si
C es la clase de todos los modelos.
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Correccion & Completitud

Repasemos las definiciones:

» Una légica A es correcia con respecto a una clase de modelos C
si para toda férmula ¢ y todo modelo M € C, si -a ¢ entonces

M E .
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Correccion & Completitud

Repasemos las definiciones:

» Una légica A es correcia con respecto a una clase de modelos C
si para toda férmula ¢ y todo modelo M € C, si -a ¢ entonces
M E .

» Una ldgica A es fuertemente completa con respecto a una clase
de modelos C si para cualquier conjunto de férmulas I' U {¢}, si
I' =c pentonces I' Fa .
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Lo que vimos hoy

» Historia de las [.ogicas Modales.
» Sintaxis y semantica de mundos posibles para la LMB.
» Enfoque “plural” (muchas l6gicas).

» Herramientas basicas para estudiar una 16gica modal.

» Bisimulaciones.
> Axiomatizaciones.
» Traduccioén a LPO.
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Lo que viene

» Introduciremos un primer operador dindmico que elimina estados:
Légica de Anuncios Publicos (LAP).
» Estudiaremos las consecuencias de tener este tipo de operadores.

» Bisimulaciones.
» Axiomatizaciones.
» Traduccién a LPO.

» Completaremos la demostracién de completitud de hoy.
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